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Controˆle en boucle ouverte d’un e´coulement compressible
d’arrie`re-corps par me´thode adjointe
P. MELIGAb, D. SIPPa & J.-M. CHOMAZb
a. ONERA/De´partement d’Ae´rodynamique Fondamentale et Expe´rimentale, MEUDON
b. LadHyX-CNRS, Ecole Polytechnique, PALAISEAU
Re´sume´ :
Nous pre´sentons l’e´tude the´orique d’un e´coulement de culot franc en re´gime subsonique. Le formalisme utilise´ repose sur
une analyse de sensibilite´ de´veloppe´e dans le cadre de la the´orie de la stabilite´ globale, et permet de mesurer l’effet d’un
forc¸age stationnaire, volumique ou parie´tal, sur le taux d’amplification des modes globaux line´aires. Cette e´tude constitue
un premier pas dans la perspective d’un controˆle re´aliste des instationnarite´s des e´coulements d’arrie`re-corps. Les
fonctions de sensibilite´ sont de´rive´es analytiquement par me´thode adjointe et calcule´es pour le mode global responsable
de l’apparition des instationnarite´s. Nous conside´rons plusieurs me´thodes de controˆle, parmi lesquelles l’ajout d’un
corps secondaire dans le sillage du corps principal, un chauffage local ou un soufflage a` la paroi. Les re´sultats obtenus
montrent que ce mode est sensible a` un forc¸age en quantite´ de mouvement le long de la ligne de se´paration, a` un chauffage
dans la bulle de recirculation et a` une injection dans le voisinage du point de de´collement.
Abstract :
We present a theoretical study of a compressible afterbody flow in the subsonic regime. It relies on a sensitivity analysis,
developed in the framework of the linear global stability theory, and alleviates the effect of a steady bulk and wall forcing
on the growth rate of linear global modes. Such an analysis stands as a step in the perspective of a full control of
afterbody flow unsteadiness. The sensitivity functions are derived analytically by use of adjoint methods, and presented
for the global mode responsible for the onset of a periodic regime. Various control methods are investigated, including an
additional control device in the lee of the main body, heat sources and boundary forcing. Our results show that the global
mode is sensitive to momentum forcing along the separation line, to a localized heating in the core of the recirculating
bubble, and to a blowing velocity close to the edge of the base.
Mots clefs : compressible, stabilite´ globale, analyse de sensibilite´, me´thode adjointe
1 Introduction
Le controˆle en boucle ouverte repose sur l’ide´e qu’une modification stationnaire intervenant dans les condi-
tions d’un e´coulement peut affecter sa dynamique de manie`re significative. Strykowski & Sreenivasan [1] ont
ainsi e´tudie´ l’e´coulement derrie`re un cylindre, et ont montre´ que le phe´nome`ne de vortex-shedding e´tait sen-
sible a` la pre´sence d’un petit cylindre de controˆle dans le sillage du cylindre principal. Ces auteurs ont ainsi
re´ussi a` identifier diffe´rentes re´gions de l’e´coulement ou` l’ajout du cylindre de controˆle provoque une comple`te
disparition du vortex-shedding.
Ne´anmoins, de telles approches sont empiriques et reposent sur un processus de ‘trial and error’. En conse´quen-
ce, elles peuvent s’ave´rer extreˆmement couˆteuses en temps et en ressources si le nombre de degre´s de liberte´
a` tester est important (position et taille du cylindre, par exemple). La me´thode de Strykowski & Sreenivasan
a ainsi e´te´ reprise par Hill [2], et plus re´cemment par Marquet et al. [9], avec une approche plus syste´matique
base´e sur des analyses de sensibilite´. L’ide´e principale ve´hicule´e dans ces e´tudes est que le forc¸age induit par
le cylindre de controˆle modifie l’e´coulement de base sur lequel se de´veloppent les perturbations. L’effet de ce
forc¸age sur la stabilite´ de l’e´coulement peut alors eˆtre de´duit simplement d’un calcul de gradient ou fonction
de sensibilite´. Dans cette e´tude, nous ge´ne´ralisons ces concepts au cas des e´coulements compressibles, pour
lesquels nous conside´rons des techniques de controˆle supple´mentaires (effet d’une source de chaleur et/ou
d’un controˆle a` la paroi). Ce formalisme the´orique est ensuite applique´ au controˆle des instationnarite´s se
de´veloppant dans les e´coulements d’arrie`re-corps.
2 Formulation the´orique
Nous conside´rons un arrie`re-corps de re´volution en ogive de diame`tre D et de longueur totale l = 9.8D, dont le
bord de fuite est un culot franc, place´ dans un e´coulement uniforme sous incidence nulle (voir figure 1). Nous
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Figure 1: Vue de la configuration e´tudie´e: l’arrie`re-corps de re´volution a un diame`tre D et une
longueur l = 9.8D.
utilisons un syste`me de coordonne´es cylindriques (r, θ, z) dont l’origine est situe´e au centre du culot franc. Le
fluide est un gaz parfait inhomoge`ne de nombre de Prandtl Pr = 1. La dynamique de l’e´coulement est de´crite
par le vecteur d’e´tat q = (ρ, u, T, p)T , ou` ρ est la densite´, T la tempe´rature, p la pression et u = (u, v, w)T
le champ de vitesse tridimensionnel, dont u, v et w repre´sentent la composante radiale, azimuthale et axiale.
L’e´volution de q est re´gie par les e´quations de Navier-Stokes instationnaires compressibles, qui prennent la
forme de cinq e´quations non line´aires (e´quations de continuite´, quantite´ de mouvement et e´nergie interne)
formule´es en variables non-conservatives
∂tρ + ρ∇ · u + u ·∇ρ = m, (1a)






∇ · τ (u) = f , (1b)
ρ∂tT + ρu ·∇T + p∇ · u− γ(γ − 1)
M2
Re




2T = h , (1c)
auxquelles s’ajoute la loi des gaz parfaits. d(u) et τ (u) sont les tenseurs des de´formations et des contraintes
visqueuses. Les e´quations (1) sont mises sous forme adimensionne´e en utilisant le diame`tre D et les quantite´s
de l’e´coulement a` l’infini amont comme e´chelles de longueur, vitesse, densite´, tempe´rature et pression. Elles
sont re´e´crites formellement
B(q)q +M(q,G) = (s , 0)T , (2)
ou` B etM sont deux ope´rateurs diffe´rentiels et G repre´sente l’ensemble des parame`tres de controˆle (nombres
de Reynolds et de Mach, angle d’incidence...) qui est suppose´ constant dans cette e´tude, de sorte que la
de´pendance en G sera de´sormais omise afin d’alle´ger les notations. Le vecteur s = (m, f , h)T de´finit le
controˆle volumique, f (resp. m et h) repre´sentant ici le flux volumique de quantite´ de mouvement (resp. flux
volumique de masse et d’e´nergie) associe´ au controˆle. Le cas d’un controˆle a` la paroi est e´galement pris
en compte au niveau du culot, dont la surface est note´e Γc, par l’interme´diaire de la condition d’injection
subsonique
u = uW , T = TW sur Γc . (3)
Dans toute l’e´tude, le nombre de Mach est choisi e´gal a` M = 0.5. Le vecteur d’e´tat est de´compose´ en un
champ de base axisyme´trique stationnaire q0 et une perturbation tridimensionnelle q1 de faible amplitude.
Nous conside´rons ici uniquement le cas d’un controˆle axisyme´trique et stationnaire, de sorte que les e´quations
du champ de base s’e´crivent
M
0
(q0) = (s , 0)T , u0 = uW , T 0 = TW sur Γc , (4)
ou`M
0
est la forme axisyme´trique de l’ope´rateur d’e´volutionM. Les perturbations sont de´compose´es sous la
forme de modes normaux
q1 = qˆ1(r, z)e(σ+iω)t+imθ + c.c. , (5)
ou` le vecteur qˆ1 = (ρˆ
1, uˆ1, vˆ1, wˆ1, Tˆ 1, pˆ1)T est un mode global, caracte´rise´ par un nombre d’onde azimuthal
m entier, un taux d’amplification σ et une fre´quence ω. Le mode global qˆ1 et le complexe λ = σ + iω sont
solutions du proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´
λB(q0)qˆ1 +A
m
(q0)qˆ1 = 0 , uˆ1 = 0, Tˆ 1 = 0 sur Γc , (6)
ou` A
m
est l’ope´rateur diffe´rentiel obtenu par line´arisation deM autour de q0 et substitution des termes en ∂θ
par le produit im.
Les e´quations (4) et (6) sont discre´tise´es par une me´thode e´lements finis sur un domaine de calcul plan Ω
correspondant au plan azimuthal θ = 0. La frontie`re de ce domaine est note´e Γ = Γw ∪ Γ∞, ou` Γw repre´sente
l’ensemble des parois solides. Les termes de pression sont e´limine´s et remplace´s par leur expression issue
2
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de l’e´quation des gaz parfaits pour p0 et pˆ1. Les e´quations du champ de base sont re´solues par une me´thode
ite´rative de Newton (Barkley [3]) et le proble`me aux valeurs propres par une me´thode d’Arnoldi dite de Shift
and Invert (Ehrenstein & Gallaire [4]). Afin de s’affranchir du proble`me pose´ par le choix de conditions aux
limites non re´fle´chissantes adapte´es a` notre proble`me, nous utilisons ici des zones e´ponge dans lesquelles les
fluctuations sont atte´nue´es par dissipation avant d’atteindre les frontie`res du domaine de calcul. Les conditions
aux limites ve´rifie´es par le champ de base et les perturbations se de´duisent alors des conditions aux limites
impose´es au vecteur d’e´tat q = (ρ, u, T )T :
u = (0, 0, 1)T , ρ, T = 1 sur Γ∞, (7a)
u = 0, ∂nT = 0 sur Γw\Γc . (7b)
Nous conside´rons a` pre´sent l’e´tat non controˆle´, pour lequel




L’effet d’un controˆle de faible amplitude sur le proble`me de stabilite´ line´aire globale est mesure´ en s’inte´ressant
aux variations d’une valeur propre donne´e δλ = δσ+ iδω. Dans l’approximation line´aire, la variation de valeur
















ou` dΩ est l’e´le´ment de surface canonique et dΓ l’e´le´ment de longueur le long de Γc. ∇mλ ,∇fλ et∇hλ sont
des vecteurs complexes, de´finissant respectivement la sensibilite´ de la valeur propre a` une source de masse, de





λ de´finissent la sensibilite´ de la valeur propre
au forc¸age en vitesse et tempe´rature a` la paroi. Pour de´terminer l’expression de ces gradients, nous utilisons une
me´thode Lagrangienne similaire a` celle utilise´e pour les proble`mes d’optimisation (Gunzburger [5]), reposant
sur la de´finition de variables adjointes. Nous obtenons
(∇mλ,∇fλ,∇hλ)
T = (ρ0†, u0†, T 0†)T , (10a)
∇u
W







(∇ · u0†) I +∇uˆ0† +∇uˆ0†
T
)






∇T 0† · n , (10c)
ou` n est le vecteur normal a` la paroi oriente´ vers l’exte´rieur du domaine. q0† = (ρ0†, u0†, T 0†)T est appele´ la






q0† = −λ∗R†(q0, qˆ1)qˆ1† − S†
m
(q0, qˆ1)qˆ1† , (11)
ou` l’exposant ∗ de´signe le complexe conjugue´. Dans (11), A†0 est l’ope´rateur axisyme´trique adjoint de
l’ope´rateur A
0
, obtenu par inte´gration par parties de la forme axisyme´trique stationnaire des e´quations en
perturbation (6). Les ope´rateursR† et S†
m




















Enfin, qˆ1† est le mode global adjoint, solution du proble`me de stabilite´ adjoint de´fini par
λ∗B(q0)qˆ1† +A†
m
(q0)qˆ1† = 0 . (13)
La proce´dure pour calculer la sensibilite´ d’une valeur propre a` un forc¸age stationnaire de faible amplitude,
agissant au niveau du champ de base peut se re´sumer comme suit :
1. re´solution des e´quations du champ de base (4) non force´es,
2. re´solution du proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´es (6), et se´lection d’une valeur propre λ et de son
mode global associe´ qˆ1,
3. calcul du mode global adjoint qˆ1† par re´solution du proble`me de stabilite´ adjoint (13),
4. calcul du terme source dans (11),
5. calcul du champ de base adjoint par re´solution du proble`me line´aire (11),
6. calcul des fonctions de sensibilite´ selon (9). Les fonctions de sensitibilite´ relatives au taux d’amplification
σ sont obtenues en retenant uniquement la partie re´elle de ces fonctions de sensibilite´ complexes.
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3 Re´sultats
3.1 Analyse de stabilite´ globale
L’e´tude de stabilite´ globale de l’e´coulement non controle´ a permis de mettre en e´vidence deux bifurcations
successives de l’e´coulement axisyme´trique stationnaire. La premie`re se produit au nombre de Reynolds cri-
tique Re
A
= 483.5, elle est lie´e a` un mode global qˆ1A stationnaire (ω = 0) de nombre d’onde azimuthal m = 1
(non montre´ ici). Une bifurcation de Hopf se produit ensuite a` Re
B
= 983, pour un mode global qˆ1B oscillant
a` la fre´quence ω
B
= 0.399 (St = fD/U∞ = 0.06) et de nombre d’onde azimuthal m = 1. Ce dernier mode
est caracte´rise´ par une structure pe´riodique illustre´e sur la figure 2. Ces re´sultats sont en accord avec ceux de
Natarajan & Acrivos [6] sur la stabilite´ globale des disques et des sphe`res, pour lesquels ce mode oscillant
domine la dynamique de l’e´coulement aux grand nombre de Reynolds, et est responsable de l’apparition des
instationnarite´s sous forme d’un re´gime pe´riodique (Fabre et al. [7]; Meliga et al. [8]). Aussi, dans la suite de
l’e´tude, nous e´tudions l’effet d’un forc¸age sur la stabilite´ de ce mode oscillant.
Figure 2: Composante de vitesse axiale du mode global oscillant au seuil de l’instabilite´,Re
B
= 983.0
- M = 0.5 (la couleur noire correspond a` une amplitude de perturbation nulle).
3.2 Effet d’un anneau de controˆle
Nous e´tudions dans un premier temps l’effet d’un petit dispositif de controˆle, ici un anneau d’e´paisseur e et de
rayon rc, place´ a` une distance zc en aval du culot. Comme dans les e´tudes de Hill [2] et Marquet et al. [9], la
pre´sence de cet anneau est mode´lise´e par une force δf exerce´e sur l’e´coulement de base, localise´e a` la position
(rc, zc) et oppose´e a` la force de traıˆne´e exerce´e par l’e´coulement de base sur l’anneau. Cette force peut s’e´crire
δf(r, z) = −
1
2
Ceρ0(r, z)‖u0(r, z)‖u0(r, z)δ(r − rc, z − zc) , (14)
ou` C est un coefficient de traıˆne´e de´pendant de la valeur du nombre de Reynolds Ree construit sur l’e´paisseur
de l’anneau, dont la valeur dans la zone de recirculation est ici de l’ordre de Ree ≃ 30. Nous choisissons
C = 1, une valeur empirique estime´e a` partir du coefficient de traıˆne´e d’un cylindre dans cette gamme de
nombres de Reynolds. A chaque position de l’anneau (rc, zc) correspond une variation du taux d’amplification
δσ
B
qui s’exprime simplement comme le produit scalaire entre la force induite δf et la fonction de sensibilite´
∇fσB, c’est a` dire
δσ0
B





0(rc, zc)‖∇fσB(rc, zc) · u
0(rc, zc) . (15)
La figure 3(a) pre´sente la distribution spatiale de la modification du taux d’amplification δσ
B
(rc, zc). Puisque
nous nous sommes place´s au seuil de l’instabilite´, une variation ne´gative δσ
B
< 0 (resp. une variation positive
δσ
B
> 0) correspond a` une stabilisation (resp. une de´stabilisation) du mode global. L’anneau induit une
forte stabilisation s’il est place´e le long de la ligne de se´paration. Toutefois, il convient de noter que l’effet
du forc¸age en quantite´ de mouvement est complexe, puisque la meˆme figure fait apparaıˆtre plusieurs re´gions
secondaires qui peuvent contribuer soit a` une stabilisation, soit a` une de´stabilisation du mode global.
3.3 Effet d’une source de chaleur




δhˆ δ(r − rc, z − zc) . (16)
Physiquement, δhˆ est le flux d’e´nergie interne impose´ par le controˆle, de sorte qu’une valeur positive de δhˆ
correspond a` un chauffage de l’e´coulement, et une valeur ne´gative a` un refroidissement. De nouveau, pour
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chaque position de la source correspond une variation du taux d’amplification δσ
B
donne´e par le produit










∇hσB(rc, zc)δhˆ . (17)
Nous pre´sentons sur la figure 3(b) les re´sultats obtenus pour δhˆ = 10−2, i.e. l’e´coulement est chauffe´ et
le couˆt du controˆle repre´sente 1% du flux d’e´nergie interne de l’e´coulement incident. Nous trouvons que
chauffer l’e´coulement a` l’inte´rieur de la zone de recirculation a un effet stabilisant quelque soit la position ou`
le controˆle est applique´ (bien entendu, l’effet inverse aurait e´te´ obtenu si nous avions refroidi l’e´coulement,
puisque la variation δσ
B
est directement proportionnelle a` δhˆ). La stabilisation maximale obtenue par cette
me´thode correspond a` une variation δσ
B
= −0.06, et est toutefois bien moins importante que celle obtenue en
utilisant l’anneau de controˆle.






) obtenue en ajoutant un anneau de controˆle dont







ajoutant une source d’e´nergie mode´lise´ par (16) avec δhˆ = 10−2 - Re = 983, M = 0.5.
3.4 Effet d’un soufflage au culot
Nous nous inte´ressons a` pre´sent au cas d’un forc¸age parie´tal par soufflage au culot, la tempe´rature de paroi
n’e´tant pas modifie´e. Nous conside´rons uniquement le cas d’une vitesse oriente´e dans la direction normale au


















Lorsque la vitesse du soufflage est modifie´e, la variation de taux d’amplification δσ
B
est de´termine´e par deux
contributions distinctes: le produit des densite´s du champ de base et du champ de base adjoint ρ0ρ0† correspond
a` l’effet du flux de masse supple´mentaire, alors que la contribution ponde´re´e par l’inverse du nombre de





est pre´sente´e en trait plein sur la figure 4 au seuil de l’instabilite´ (Re = 983, M = 0.5),
en fonction de la position radiale r au culot. La sensibilite´ est ne´gative quelle que soit la position sur le culot,
ce qui implique qu’une injection (δw
W
> 0) a syste´matiquement un effet stabilisant, ce qui est cohe´rent avec
l’effet connu de telles strate´gies. Le niveau de sensibilite´ est presque constant au centre du culot (r < 0.3). Puis,
la sensibilite´ augmente de manie`re spectaculaire, et atteint son maximum a` proximite´ du point de de´collement.
En conse´quence, un actuateur imposant un soufflage stationnaire sera d’autant plus efficace qu’il sera place´
proche de l’areˆte du culot. Par ailleurs, la ligne pointille´e sur la figure 4 repre´sente la meˆme fonction de
sensibilite´, calcule´e cette fois au nombre de Reynolds Re = 2000, pour lequel le taux d’amplification du mode
non controˆle´ est de σ
B
= 8.5×10−2. Il est inte´ressant de constater que la sensibilite´ du taux d’amplification est
beaucoup plus importante que celle obtenue a` la criticite´. Ce re´sultat de´montre l’aptitude de ce type de forc¸age
a` controˆler des configurations instables. En utilisant la fonction de sensibilite´ de´finie dans (18), nous obtenons
une stabilisation comple`te du mode global en soufflant a` une vitesse uniforme δw
W
≃ 0.03. Toutefois, il est
possible de tirer profit du profil de la fonction de sensibilite´ afin d’optimiser la distribution de la vitesse de
soufflage tout en conservant le de´bit. Ainsi, en re´duisant la vitesse de soufflage dans les zones peu sensibles et
en l’augmentant dans les zones tre`s sensibles, nous obtenons une stabilisation comple`te avec un de´bit infe´rieur
de 8% a` celui du cas uniforme (re´sultats non montre´s ici).
4 Conclusions et perspectives
Cette e´tude pre´sente des analyses de sensibilite´ a` un forc¸age stationnaire, applique´es a` un e´coulement d’arrie`re-
corps dans le haut re´gime subsonique. En se plac¸ant dans l’approximation line´aire, ces e´tudes ont permis de
5
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a` une vitesse parie´tale en fonction
de la position radiale sur le culot pour Re = 983 (trait plein) et Re = 2000 (trait pointille´) a` M = 0.5.
de´terminer quelles strate´gies de controˆle en boucle ouverte sont susceptibles d’eˆtres les plus efficaces dans le
but de supprimer les instationnarite´s qui se de´veloppent dans ce type d’e´coulement. On sugge`re ainsi qu’il
est possible de stabiliser le mode global responsable du de´clenchement de ces instationnarite´s en plac¸ant un
anneau de controˆle a` proximite´ de la ligne de se´paration, en chauffant l’e´coulement a` l’inte´rieur de la zone de
recirculation, ou encore en appliquant un soufflage au culot.
Notre de´marche actuelle consiste a` utiliser ce formalisme afin d’interpre´ter physiquement les effets stabilisants
obtenus. Ce travail prend la forme d’une analyse de sensibilite´ tre`s similaire a` celle pre´sente´e ici, ou` la variation
du taux d’amplification n’est plus calcule´e en fonction du forc¸age applique´, mais en fonction de la modification
de l’e´coulement de base provoque´e par ce forc¸age. Les re´sultats obtenus dans ce formalisme montrent que
l’ensemble des me´thodes de controˆle teste´es jusqu’ici agissent selon un seul et unique sce´nario, dans lequel la
modification de quantite´ de mouvement de l’e´coulement de base favorise le transport des perturbations.
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